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Riassunto. Vengono esposti alcuni risultati recenti di rilassamento per certi si- 
stemi di controllo con vincoli di stato e controllo. 


Abstract . We present some recent relaxation results for some control systems 
under state and control constraints . 
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RILASSAMENTO PER UNA CLASSE DI 
SISTEMI DI CONTROLLO VINCOLATI 


ANGELO CAVALLUCCI 


Consideriamo il sistema 


î(t) = f(t,2(t),u(t)) q.d. su [0, T), 
u(t) EU q.d. su [0,7], 
(1) x(0) = zo, 
hi(t,x(t),u(t)) <0 q.d. su [0,T], per1<i<m, 
gi(t,2(t),u(t)) = 0 q.d. su [0,7], per1<i<p 


con 0 < T < 00, z(.) : (0,T] — R" assolutamente continua, u(.) : [0, T)U mi- 
surabile secondo Lebesgue, U sottoinsieme chiuso dello spazio di Banach separabile 
Z. 

Ci proponiamo di esporre alcuni risultati di rilassamento per il sistema (1) dovuti 
a [3] e [10]. 

Il metodo seguito in [10] consiste nella trasformazione del sistema (1), sotto 
opportune ipotesi, in un equivalente problema di Cauchy per una inclusione dif- 
ferenziale e poi applicare il classico teorema di rilassamento di Filippov-Wazewski 
(cfr. [1], [5] ). 


Per v € R" poniamo per definizione 
v<c0v;<0per 1<i<n 
v<0vi<0 per 1<i<n 
Se (X, || . ||) e’ uno spazio normato e zo € X, r > 0, A C X, poniamo 
Br(z0)={z € X| |z-zo||<r} 
B = Bi(0) 
d(r0, A) = inf Wz-y]l, d(20,9)=+00 
coA = involucro convesso chiuso di A. 


Facciamo le seguenti ipotesi sui dati del sistema (1) 


(0,7] x R" x Z 3 (t,2,u) —(f(t,2,u),h(t,2,u),g(t,7,u)) € R" x R" x RP_ 
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a) f(.,,u) e’ misurabile secondo Lebesgue per ogni x, u; 
b) Vr > 0,3K(.) € L1(0, T), V(2, u), (2°, u') € B.(0) x U: 
I f(trz,u) — f(t,24,u') IS E(2) Il (zu) - (24,0) || (4.d.); 


dIN)ELOT): sup LI < (0) (g.d.); 


=eR 


d) Per ogni (t,7) € [0,7] x A” esistonor > 0,L> 0 tali che 
d- i) per ogni (t’,7') € B,(t,7) si ha 

fu € U| h(t',2',u) <r,|l g(#,2',u)||<r} = compatto in Z; 
d- ii) perogniueU e (t°,2'),(t”,r") € B,(t,7) si ha 

Il (h,9)(0,2/,2) — (h,9)(t",2%,u) |SL| (1,29) (22%) Îl; 
d- iii) per ogni K limitato in U esiste M > 0 tale che 

I A(#,2', v) — h(t,2',u)|<M|u'-ul] 


per ogni u,u' € K e per ogni (t',2') € B.(t,z). 
Poniamo 
T;,u(0,T;r0) = {z(.) : [0,7] — R°| 3u(.) tale che valgano le condiz.(1) } 

e per la multifunzione 

[0,7] x R" 3 (t,2) I(t,a) CR 
poniamo 3 
Tr(0,T;r0) = {x(.) : [0,7] — R°| s(.) ass.cont. ,&(t) € F(t,5(1)) g.d.,7(0) = zo 
Poniamo anche 
(2) G(t,z)={u€U|h(t,7,u)<0,g(t,7,u)= 0}, 
(3) F(t,x)={f(t,z,u)| ue G(t,2)} = f(t,7,G(t,2)). 


E’ chiaro che 7;,u(0,T; 0) C TF(0,T;z0). Nelle nostre ipotesi a)-d), per ogni 
z(.) € 7r(0,T; 0) la multifunzione 


[0,7] 3t {wu € Gli,z(t))] #(t) = f(t,2(t), u)} 


ammette una selezione misurabile (cfr. [4], Theorem III.38) e quindi vale la seguente 
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Proposizione 1. Sotto le ipotesi a)-d) si ha 
T;,u(0,T;z0) = Tr(0,T;x0) 
Ci proponiamo di provare, sotto ulteriori opportune ipotesi, che 
T;,u(0,T;z0) e’ denso in Teor(0,T; 0) 
rispetto alla norma naturale dello spazio C(0,T; R") delle funzioni continue su 
[0,7] a valori in A”. 
Gli elementi y(.) € 7cor(0,T;r0) si dicono anche soluzioni rilassate del si- 


stema (1). 
Per dimostrare la nostra affermazione utilizzeremo il seguente 


Teorema 1. Supponiamo che la multifunzione 
(0,7] x R" 3 (t,.a) > I(t,r) CR" 


verifichi le seguenti condizioni (q.d.) 
i) esiste 0 < 3(.) € L!(0,T) tale che 


0#I(t,7)= chiuso Ct)(1+ || © [|)B; 


ti) T(.,r) e’ misurabile (cfr([1],[4]) per ogni x € R®; 
iti) per ogni limitato A C R" esiste ka(.) € L!(0,T) tale che 


D(t,0) CI(t,2')+ka(t) | 2-x'|| B per ogniz,z'€ A. 
Allora si ha 
Tr(0,T; ro) = Teor(0,T; 0) #0 compatto in C(0,T; R°). 


Questo e’ un risultato classico per la cui dimostrazione rimandiamo, per esempio, 
a [5], Theorem 3.1.6 e relativo Corollary, Theorem 3.1.7. 

Dalle condizioni a)-d) segue (cfr.[10]) che la multifunzione G definita in (2) as- 
sume valori compatti, e’ superiormente semicontinua (u.s.c.), ossia per ogni (t, 7) 
si ha 


Ve> 0,36 > 0,W(t,2):|| (t,2) — (i,7) |<6=> G(t,2) C G(i,7) + eB, 
ha dominio D(G) = {(t,x)| G(t,x) # 0} chiuso, e che la multifunzione F definita 


in (3) verifica la condizione ii) del Teorema 1 e anche la condizione i), esclusa 
‘ eventualmente la condizione 


F(t,x) #0 per ogni (t,7) € [0,T7]x AR”. 
Per potere applicare alla nostra F il Teorema 1 ci servono altre ipotesi sui dati del 
sistema (1) e i due seguenti teoremi di inversione locale. 


Sia (X,d) uno spazio metrico, (Y, || . ||) uno spazio di Banach e 


$:X —Y continua . 
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Poniamo, seguendo [10]. per 7 € X 


(7) e’ chiuso in Y. 
Se anche X e’ uno spazio di Banach e @ e’ differenziabile secondo Frechet in 7, 
si ha 


(4) d'(1)(B)=@'(7). 
Se inoltre X D A chiuso e 7 € A, si ha 
(5) d'(7)(BNTx(2)) C (dx) (5), 


ove 


T(#)) = {lim î 


100 Li 


Z/K3x;+5,0<h;-0} 


e’ il cono tangente a K in 7. 


Teorema 2. Sia (X,d) uno spazio metrico completo, (Y,||. ||) uno spazio di Ba- 
nach con la norma differenziabile secondo Gateaux fuori dall’origine, 


$:X —Y continua . 
Siano ® € X,r > 0,6 > 0 tali che 


$B C N cod (x). 


d(z,2)<2r 


Allora si ha per ogni r € X eyeEY 
sy 1 
d(£,7) <rily- (2) l< dr da, 67 (M)) < 76) vl 


e in particolare riesce 671(y) # 0. 


In [10] e’ provato questo teorema applicando il principio variazionale di Ekeland 
alla funzione 


B(7)3e > |ly- (5) || 
e al punto x € B,.(ro). 


Teorema 3. Siano X e Y spazi di Hilbert di dimensione finita, sia (M,d) uno 


spazio metrico e sta 
XxM3(r,m)é(r,mEY 


una funzione continua e differenziabile rispetto a x con differenziale Dy$ continuo 
su tutto X x M. Siano mo € M, xo € SC X, S chiuso tali che 


É(ro,mo)= 0 
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e 
(C-Q) y E Y,—Ds@(r0, mo)"y € Né(co) = y=0. 


Allora esistono r > 0,6 > 0 tali che per ogni x € B(x0)NS,m € B-(mo),y€EY si 
ha 


| $(c,m) = y l< dr dle, Bsly,m)) < È Il $(2,) = Il 


dove 
P®s(y,m)= {s € S| g(s,m)=y}. 


Il cono normale NZ(x) e’ definito dalle seguenti formule, per x € S, 


<vu,Ta'-r> 


NP(x)={v€ X| limsup 3- < 00}, 


SIr'er Il c'-r Il 
N$(x) = {lim vil vi € N&(x;),S3ri dr} 


Per la dimostrazione rimandiamo a [6], Theorem 3.4 e Theorem 3.1. 

I teoremi 4 e 5 che seguono permettono di applicare il Teorema 1 al nostro 
sistema (1). 

Poniamo 


p= (t,7) € [0,T]x R" =P, 
I(p,u) =s {il 1Sti< m,hi(p.u) == 0}, 
I'(p,u)={i|1<i<m,hi(p,u)< 0}, 


hrp,u) = [Riier(p,u) 


e consideriamo la seguente condizione di tipo Mangasarian-Fromovitz 


esistono Dyh, Dyg continue su P x Z; 


(M — F) Vu € G(p): Dug(p,u) e’ surjettiva, 
se I(p,u)# 0, per ogni u € G(p) esiste v € Z tale che 


D:hr(p,u)(P, 2)l:=u®% <0, Dug(p, u)v =0 


Teorema 4. Supponiamo verificate le condizioni a)-d) con U=Z e la condizione 
(M-F). Supponiamo inoltre G(p1) # 0 per qualche pi € P. 
Allora G e’ localmente lipschitziana e riesce G(p) #£ 0 per ogni p € P. 


Questo e’ uno dei risultati principali di [10]. 

Abbiamo gia’ osservato che G e’ u.s.c. a valori compatti e con grafico chiuso e 
che Dom(G)= {p € P| G(p) # 0} e’ chiuso. Dalla locale lipschitzianita’ di G in P 
seguira’ che Dom(G) e’ aperto in P e pertanto si avra’ Dom(G)=P. 

Per provare che G e’ localmente lipschitziana in jp ragioniamo per assurdo. Dun- 
que affermiamo che esistono le successioni p/,,p”n € P tali che pern>1 


1 


w 1 _ 
pn DIS pllpa-sll< 3. 


164 


G(pr) £ G(p°n)+n|lpn-P"n || B 
e quindi esiste u/, tale che per ogni n 
un E Gpn), dun Gp"n)))>nllpn-P"n]l: 
Per ogni o > 0 si ha, poiche’ G e’ u.s.c. in p, 
ul, € G(pi) CG(p)+0B pern> ny 


e G(p) e’ compatto. Ne segue che {u},| n > 1} e’ relativamente compatto e quindi 
possiamo supporre ( eventualmente per una sottosuccessione ) 


Ù = = 
Un ridi) € G(p). 


Supponiamo I = I(p,u) # 0. Dalla condizione (M-F) in (p.ù) segue che esiste 
6 > 0 tale che 
Du,a(p,d,a)(B*) > 26B, 


ove 
(p,u,a) =(hr(p,u)+a,g(p,u)), a € R', 


B+ = {(u,a) € Zx RI] |ul?+|a]?<1,a > 0} 


e B rappresenta la sfera unita’ di R/ x RP. 
Per la continuita’ di Dy,aY; esiste r > 0 tale che 


lu-a]<2r|lp-pli<2r,0 A! = 


Du,a(p,u,a)(B*) > $B. 


L'insieme X = Z x [0,+00[! e’ convesso e chiuso in Z x R/ e si ha per ogni 
(u,a) € X (cfr. [2], [5]) 


Tx(u,a)=Zx I, [0, +00[x I R3Zx[0,+00[/, 


a;=0 a;5O 
BNTx(u,a) > B*, 
e quindi, per la (5), 
(#(P,..)Ix)" (4 @) D Du,aW(p, vu, a)(BNTx(u,a)} D Du,at(p,ua)(B*) > $B 
per ogni p.u,a > O tali che |u- {|< 2r, [|p- pp] 2r. 


Supponiamo che valga anche la condizione d-ii) in p con il presente r. 
Ora possiamo applicare il Teorema 2 alla funzione 


X3 (ua) => Pn(U, a) = Y(P"n:6,a)) 
e al punto T 


Si ha pern>n 
Il (230) — (2,0) IS r, 
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Il $r(un:0) — (Rr(ph; u/,),0) |[?= 
Ar(pPniun) — hr(phi un) + gpu) - gp ut) |< 
L° | p"n-phll}< 687, 


e dalla compattezza di G(p) segue che esistono ùn € U, 0 < àn € RI tali che 


Il (un30) — (n; din) [| d((un30), 67 '(Ar(ph3 41), 0) < 


L n 
7 papi Il 
Win, dn) = (hx(Pnrn)0). 
Si ha anche, per n > îì, 
hi(Pn,tUn)=—@Gn+ hr(pnstn) <0 
IP" nn) =0, 
[un tn |<SL{P"n-Phll red 
Un PU, 
hi(P"nsùn) è hi(3, 8) <0 peri€ JI’ 
e quindi si puo' supporre che riesca anche 
hi(P’nsén)<Operiel',n>î. 


Da tutto questo segue 
Un € G(Pn), 


“” n se L n 
n Il pa Pa {l< dun Gp"a)) <uh— ùn |< FlPapall 
e di qui l’assurdo 


L 
lp"n-pnl>0, n< 7 Per > n. 


In modo simile si tratta il caso di /(p,#) = 0) e si conclude cosi’ la dimostrazione. 


Teorema 5. Supponiamo verificate le condizioni a)-d) con Z = R' e la seguente 
condizione 


esistono Dyh, Dug continue su P x R”, 
Vu € G(p) : Dug(p,u)(Cu(u)) = RP, 
se I(p,u) #0. per ogni u E G(p) esiste v € Cu(u) tale che 
D:hrp,u)(P.z)l:=uv < 0. Dug(p.u)v = 0 


(M'— F'). 


ove Cu(u) rappresenta il cono tangente a U in u secondo Clarke (cfr [5]). Sup- 
poniamo inoltre G(p1) #0 per qualche pi € P. 
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Allora G e' localmente lipschitziana e riesce G(p) #0 per ogni pe P. 


La dimostrazione contenuta in [10] si fonda sul Teorema 2. Qui indichiamo una 
dimostrazione che utilizza il Teorema 3. 

Procediamo come nella dimostrazione del Teorema 4, con gli stessi simboli, fino 
alla determinazione delle successioni 


Nan PP nh 
tali che i î 
l pn - DIS allpn-dIIS pon € G(ph) 
d(un:G(p"n)))>rIlPpn-P"n bun ge GP). 


’ 


Supponiamo I = I(p,u) # 0 e applichiamo la condizione (M°-F°) in (p,ù). Si ha 


(cfr [2], [5]) 
Cs(u,a “i 0) “A Cu(ù) x (0, +00(”, 


Cu(i)= {2 € R°| VE e NE(ù) :< 2,É >< 0}. 


Verifichiamo che vale la condizione (C-Q) del Teorema 3 con 


M=P3p,X=R"xR35Ux{[0,+00[/= 53 (1.0), 


e 
dp, (u,a)) = (p,u,a) = (hr(p,u)) + a,g(p.u)) € R' x R?=Y. 
Siano 
y= (yy), y' = [viliernn y = [Vilicicp, € € N$ (1,0) 
tali che 


0=€E+Dua@(d; (0, 0))*y. 
Per ogni 6 = (2,0) € Culi) x [0,+00[/= Cs(u,0) si ha 


p 
0=<€,(2,0)>+)) yi[Duhi(p,d)z + di] + DO yiDugi(P, è)z, 
(EI i=I 


< €, (2,0) >< 0. 


Con la scelta 2 = 0 e 
8 = (0,..,1,...0) 


i 


si ottiene y! > 0 per i € I. Segue da (M*-F°) che esiste 2 € Cu(u) tale che 


Duhi(p,ù)î < 0 peri€I, Dugi(p.u)=0per1<i<p 


e con la scelta ( = (#,0) si ottiene si ottiene yi = 0 per i € I. Sempre da (M°-F°) 
segue che esiste zy € C'u(u) tale che 


Dugi(d, U)zy = yi per 1< i < p 
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e con la scelta € = (2y,0) si ottiene y”;= 0 per 1<i<p 
Ora possiamo applicare il Teorema 3 e ottenere due costanti r > 0,6 > 0 tali 
che da 


u EU, a € [0,+00[1, pe P,y=(y',y") €Y, 
I (u, a) 7 (1,0) II< ri | p_P [BS Tr, 


Il v(p, ua) -y||< dr 
segue 
d((u, a), ®s(p,y)) < 71 d@u,0) = vl. 
Se poniamo u = u,, a = 0,p=P"n,y = %(p,,u!,,0) possiamo procedere come 


nella dimostrazione del Teorema 4 e arrivare di nuovo a un assurdo. 
Dai teoremi 4 e 5 e dalla Proposizione 1 segue il 


Teorema 6. Supponiamo verificate le ipotesi del Teorema 4 oppure le ipotesi del 
Teorema 5. Allora si ha (chiusura in C(0,T; R")) 


T;,u(0,T; to) = Teor(0,T;r0) #0 compatto in C(0,T; R°"). 
Consideriamo ora lo spazio 
C(U)={d:U— R| @ continua}, 
con la topologia della convergenza uniforme sui compatti di U, il suo duale C(U)* 
con la topologia della convergenza debole indotta da C(U), e il sottospazio M(U) 


di C(U)* costituito dalle misure di probabilita’ su U. 
Poniamo, seguendo [3] e [10], 


Ù(0,T) = L°(0,T; M(U)), 


Ùn.9(0,T) = {u € U(0,T)| per quasi ogni t si ha 
u(t,{u € U| hi(t,x(t),u>0}=0) per 1<i<m, 


H(t,{u € U| || g(t,2(t),u |> 0}) = 0}, 


essendo x(.) continua tale che 
t 
x(t) = 0 +f ds | $(8,2(3),0)p(s, du) per0<t<T. 
0) 
U 


Una tale funzione x(.) e’ denominata in [3], in presenza del solo vincolo h, e 
successi vamente anche in [10] curva generalizzata del sistema (1) corrispondente 
al controllo rilassato p € Ùx 5(0, 7). 

Si ha il seguente teorema 
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Teorema 7. Sotto le ipotesi del Teorema 6 si ha 
TeaF(0,T;r0) = {r(.) € C(0,T; R")| x(.)= curva generalizzata di (1) } 


Questo teorema, contenuto in [10], generalizza un precedente risultato di [3], 
ottenuto con tecniche assai diverse. 
Sia x(.) la curva generalizzata associata a y € Uk,5(0,T). Allora si ha 


LF(t, (8), 1) < at8)(1 + max. Ie(8)]) = I(8)Mo 


e quindi x(.) e' assolutamente continua. La funzione 


R" x [0,7] 3 (pt) > a(p,t)= sup <p,f(s,r(s),u) >< 1(t)Mo 
uEG(L,r(t)) 


e’ continua rispetto a p e sommabile rispetto a t. Si ha poi per pe R", 0<t< 
<T 


ra 
< p,r(t)- x(t) >= { <p,t(s) > ds= 
t 


, 


t Î 
J ds J <p, f(s.x(s),u) > 4(s, du) < J o(p,s) ds 
t 1 


G(s,7(8)) 
e quindi ; 
0 < ia [o(p,s)— < p,t(s) >] ds 
ed esiste E, C [0,7] di misura nulla (secondo Lebesgue) tale che 
o(p,t)- < p,i(t)>> 0 perte E. 


Se poniamo 


E= |) E. 


per" 


p razionale 


otteniamo 
< p,t(t) >< o(p.t) pert € E, R" 3 p razionale, 


e questa disuguaglianza si estende a ogni p € R" per continuita’. Ne segue che 


x(t) € coF(t,x(t)) q.d. su [0,7] 


e quindi che 
x(.) È TeoF(0, de To). 


Sia ora r(.) € T:or(0,T; ro). Allora si ha, per quasi ogni # € [0, 7], 


t(t) € coF(t,z(t)), 


A(t) = {(Ao:--., Any tioy sin) € RTT x 9+1]A, > 0, YA; = 1, 
(0) 
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ui E G(t,x(t)),0= x(t) — DO Aif(t7(t),u,)} A chiuso 
D) 
e la multifunzione A(.) ammette una selezione misurabile (cfr. [4]) 
(0, T] (Ao(t), ..-.An(t), vo(t),..., un(t)) € A(t). 


Poniamo per $ € C(U),0<s<T 
f St) (ssd) = DC AOCUI(8)) 
UÙU (1) 


Allora u € Ùn,g(0, T) e x(.) e’ la corrispondente curva generalizzata. 
Concludiamo indicando alcuni tipi di vincoli di stato che si possono aggiungere 
al sistema (1) e tali che il sistema cosi’ ottenuto sia ancora trattabile con i metodi 
visti sopra. 
Il vincolo 
$(,t,r(t)) =0per0<t<T 


aggiunto al sistema (1), per $ almeno di classe C? e con $(0, ro) = 0, e’ equivalente 
al seguente 


Did(t,2(1)) + D.g(t,x(t))f(t,2(t),u(t)) =0. 


Il vincolo a 
x(t) €Qper0<t<T 


aggiunto al sistema (1), con £ aperto in R”, non e' trattabile cosi’ semplicemente. 
Tuttavia consideriamo la seguente condizione su e F, data da (3), 


Vra, 3Mo > 0,Va(.) € Tr(0,T; r0), 3é(.) € TF(0,T; zo): 


(6) î(t) € A per0<t<T, 
omax, Il 2(t) — #(4) IIS Mo pes die(t), 0) 
e poniamo 


TÉ (0, T;xro)={x(.) € TF(0,T; z0)| 1(t) € A per0<t< 7}. 


In [10] e’ provato il seguente 


Teorema 8. Se F(.,.) e’ localmente lipschitziana e se vale la condizione (6), allora 
TE (0,T:20) = TE£(0,T;20) f compatto in C(0,T; R°). 


Osserviamo che la lipschitzianita' di F(.,.), sotto le ipotesi del Teorema 5 o del 
Teorema 6, segue dalla locale lipschitzianita’ di f(.,.,.). 

In [8], [10], [11], [12] sono trattati alcuni tipi di aperti £ che, insieme con F, 
verificano la condizione (6). 
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T1, 


12. 
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